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Déterminants

1. Applications multilinéaires

r.1. Applications p -linéaires

Définition :

Soient E,F deux K-ev, peN". Une application f : E”—F estdite p-linéaire si elle est linéaire par rapport

a chacune de ses variables : Vi€[l,p|, Vy,Z€E, VAeK,
F (B T ATHE, T F)ZA S (Frvoees T, 5 T B £ (B T, 2 T )

Définition :
H On note ¥ p(E ,F) 'ensemble des applications p -linéaires de E” dans F.

r.2. Applications symétriques

Définition :

IGne application p-linéaire est dite symétrique si elle est invariante quand on échange deux vecteurs :
Vi, jell, pl, i<j, Y(X,,...X,)€E",

F(F e B T Tl T T e T = (B T T T oo T T T )
On notant T la transposition (i, j),, ona: f(X {1, ..c, Xrg)seor Xo ) =f (X1, 00 Xphe, X))
Comme les transpositions engendrent le groupe symétrique, on obtient :

Vo€eS,, V(T ... )EE", f(F )= f (5., F))

1.3. Application antisymétrique ou alternée

Définition :
Une application f p-linéaire est dite alternée si V(%,,...,X,)€E", Vi, je[l,p], i#j,

X=X = f(?l,...,xi,...,xj,...,xp)ZOF.

Une application f p -linéaire est dite antisymétrique si V(%,,...,X,)€E", Vi, j€[l,p], i#],

F(E T X T == f (T, T o, T)

Proposition :
‘ Soit f une application p-linéaire. f est antisymétrique < f est alternée.

Preuve :

= : V(X,...X))EE", Vi#j, si X=X,
f(X,... %, )‘c'l)_c') —f(x,... )'c' .. X,,...X)) car f estantisymétrique
Donc f(X,,...,X,)= O donc f est alternée.

<= Vi,je[[l,p]], i#j, Y(x,...,X,)€E"
FOX XX, XX, X)) =0, = f (X X, X, X)) H (XX, X, X))

=0 =0
Donc f(X,,....%,, ... X;,.... X, )=— f(X|,....,X},...,X;,...,X,) donc f est antisymétrique.

Remarque :
Soient f une application antisymétrique ou alternée, i,j€[1,n|, i#j, T=(i,j)

n
V(X T)EE, f(X s X Xy X JE (X, X B, X)) == (R0, X
X

X,
Si o est le produit de k transpositions on obtient : f(x_g('l),...,x_’):(—l)kf()_c'], LX)=e(o) f(X, ...

a(p)



Proposition :
— L'ensemble des applications p-linéaires symétriques forme un sous-espace vectoriel de & p(E JF).

— L'ensemble des applications p-linéaires antisymétriques forme un sous-espace vectoriel de ¥ p(E JF).

1.4. Image d'une famille liée par une application alternée

Proposition :

‘ Soient f : E”—F une application p-linéaire alternée, (X,...,x,) une famille liée. Alors f(X),...,X,)=0,.

Preuve :
P
(X,,..., X,) est liée, on peut donc supposer que X, €Vect(X;,...,x,) : I(a,,...,a,)EK""" tel que X’I:Zak)_c;
k=2
p —_—
f(F,. . 5)=f ;aki’k,...,f; =a, f (T By oo B oot f (B, B, T ta, f (X0 7, )=0,.
- "y -0, s

2. Déterminant d'une famille de vecteurs dans une base

2.1. Probléme

Position du probléeme :
Soient E un K -ev de dimension n, f : E"—IK une application n-linéaire et alternée ,

#B=(€,...,¢,) une basede E, X=(X,,...,x,) une famille de n vecteurs de E,

n

A= 4(X) cest-a-dire V j, X;=2 a, é,.

i=1
Que vaut f(X) ?
Cas particulier :

Sil'ona n=2, X\=a, € +a, €, X,=a ,€ +a,,e,.
f()_{l"g):f(al,lé.l_'—az,lé.val,zé.l—i_az,zé.z)

:al,lal,zf(a’a)+a1,1a2,2f<21’?2)+a2,1al,2f(22’al)+a2,1a2,2f(57;’22)

:<al,1a2,2_a2,1a1,2)f(€1"72)

ai»

a - =
=" [, &)
a1 4o

f ne dépend que des coordonées des X; dans la base A etde f(e),¢,).

Cas général :

n
f(X . )= |2 ae, ...,
i=1

Quand on développe, on obtient n" termes, nuls dés qu'il y a deux vecteurs identiques.

a; n€;
1

n

1

og€ESs,

11 ne reste alors que les n! termes obtenus en permutant (&, ..., ).
f(x,....%,)= Z aam’,...aa(n),nf(a(’l),...,ea(n)):z e(0)ay ) by, f (€. E)
g€eSs, gES,
Définition :
On appelle détermiant de la famille X dans la base 28 et on note Det ,( X )= Z e(T)ag) 1o Agin)n-



Définition :
H On note A, (E) l'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.

Proposition :
‘ Det,, est une forme n-linéaire alternée non nulle.

Preuve :
—V X€E", Det,(X)€K donc Det,, est une forme.
— L'application p;, : X, q, ; est linéaire et I'application : (2,,29,.4,2,)F>2,2,...2, est n- linéaire

Donc Det , est n-linéaire.

— Det,, est non nulle car Det,(#)=1 : Eneffet, &,=0&,+...+1&;+...+0¢,, donc a, ; =3, ;

Det ,(#)= Z €(0)8,), 1+ 04, Mais seule la permutation e ne donne pas 0
oES,

Ainsi, Det,(#B)=¢€(e)6,4).1-.- 6
— Soient i, j€[1,n], i<j, et X=(
DEtﬁ(X):Z E(O—)aa(l),l"‘aa(n),n: Z S<O—) aU(l),l"'aU(n),n+ z S<O—) ao’(l),l"'ao(n),n

o€ES, TEA, 1 0E€S\A, _

.»=1 donc Det, est non nulle.
Xi,...,X,)EE" tel que X,=X.

A, — S\A,
o OT

VpeSN\A, @lo)=p © ot=p & o=pt€A, donc @ est bijective.

Det ,(X)= z R O Z Qo)1 Coriiyiv (), Gorlnin

Soient T=(i, j), et @ :

OEA, TEA,
= Z ag(l)‘l ...ag(i),i...ao(j),j...ao(”)y”_ Z a(,(l)‘l...ag(j)yi...a(,(i),j...a(,(n)‘”
gEA, €A,
_ ( .)éme d ~ d t - _ —
Or, =% donc : | %o(0i=).j (o(j coordonnées du vecteur x;=x;)
t J _ (.)éme d 2 d - __ =
Ay =0, (O coordonnées du vecteur x;=x;)

Donc Det ,(X)=0 donc Det, est alternée.

Corollaire :

H dim(A’(E))=1

Preuve :

YV feA (E), VX€E, f(X)=Det,(X)f(B). Notons A=f(B)eK (f estuneforme) : Onaalors f=Det, XA
Donc A’ (E)=Vect(Det,) = dim(A (E))=1 (Det, estnon nulle)

*
n

2.2. Changement de base

Soit E un K-ev de dimension n, 2 et &' deux basesde E, X€E".
Det, €A, (E), donc Det,.(X)=Det, (B)xDet,(X)
Si X=28"on obtient alors : Det ,.(#')=1=Det , ()X Det ,(A")

= Det,, (48) et Det (") sont non nuls et inverses I'un de l'autre.

2.3. Caractérisation des bases

Théoreme :
Soient E un K-ev de dimension n, 2 unebasede E, X€E". X estunebasede E < Det ,(X)=0.

Preuve :
= : Det,(#)xDet,(X)=1 = Det,(X)#0
< : Parl'absurde, si X estliée : on a alors Det,(X)=0 (proposition du 1.4.) : Impossible.
Donc X est libre et de cardial n=dim (E), il s'agit donc d'une base de E.



3. Déterminant d'un endomorphisme

3.1. Invariance par changement de base

Soit E un K-ev de dimension n, #B=(&,,...,&,) une basede E, uc¥(E).

u(B)=(u(e),...,u(e,))

Soient 8’ une autre base de E, et f telleque V X€E", f(X)=Det,.(u(X))

fEAL(E) donc f(X)=Det,(X)f(A)

Si X=%" : onobtient f(AB')=Det, (u(RB'))=Det,(B')f (#B)=Det,(AB')Det, (u(RB))
=Det, (% ") Det,,. (#B)Det,(u(AB))=Det,(u(RB))

Définition :
On appelle déterminant de u et on note Det (u)=Det ,(u(28)).

Remarque :

Det, (u(X))=Det ,( X )Det ,(u(#))=Det (u)Det ,(X).

3.2. Propriétés

Propriétés :

1. Yu,ve¥Z(E), Det(uov)=Det,(u(v(#8)))=Det(u)Det,(v(#))=Det(u)Det(v)
2. Yue¥ (E), VA€K, Det(Au)=Det(AIdou)=Det(AId)Det(u)=A"Det (u)

Théoréme de caractérisation des automorphismes :
Soit E un K-ev de dimension n, u€ % (E).

1
Det (u)

u est un automorphisme < Det(u)#0, etalors Det(u ')=

Preuve :
Soit 8 une base de E. u est un automorphisme < u(Z) estune basede E < Det ,(u(8))#0 < Det(u)=0

Det(uou')=Det(Id)=1 = Det(u')=

" Det(u)
Remarque :
Det est un morphisme du groupe (GL(E), ©) vers le groupe (K*, X ), surjectif et non injectif.
A O ... 0
A=Det? ' -
6 0‘ 1

4. Déterminant d'une matrice carrée

4.1. Définition
Définition :
Soit A€, (K)=(a, ;). On peut associera A :
— une famille de n vecteurs de K". Si on note & la base canonique de K", A=.# ,(C,,...,C,)
— un endomorphisme de K" tel que A =4 ,(u)
On a alors Det,(C,,...,C,)=Det (.M ,(u))
On définit alors Det(A)= Z e(0)ag()1-- Ay

gES,



4.2. Propriétés

Propriétés :

Soit 0 : %(E) - M, (K)

u > M yu)
. VA,Be.,(K), Det(AB)=Det(A)Det(B)
2. YAeu (K), YAeK, Det(AA)=A"Det(A)

0 est un isomorphisme. On obtient :

Théoréeme :

1
YV Ae.il,(K), A estinversible < Det(A)#0, et alors Det(A_l):Det(A)

Proposition :

Y Ae il (K), Det('A)=Det(A).

Preuve :
Soit A€M ,(K), A=(a, ), '‘A=(a’; ).
Det(tA):z e(U)Ha’ (k) Z Hak o z (0_71)1—[ Ay
gES, k=1 oES, Tg€ESs, k=1
. S —- 8 e -1 -1
Soit @ : " " @ estbijective, eneffet VTES,, @(o)=7 © 0 =1 « o €S,

g — O

On a alors, sachant que s((r_l):e((r) : Det(" z H a., ,=Det(A).

TES,

Remarque :
Avec cette proposition, on peut effectuer aussi des opérations sur les lignes du déterminant.

Propriété :
a,, ... a,,
Soit A lamatrice: | 0 . : |. Alors Det(A):al‘lazvz...a,,‘n:Hak‘k
0 0 a,, =
Preuve :
Det(A)=2 &(0) [ [ a,p.
gES, k=

1

Si o#e, alors ke[ 1
Vke[l,n], o(k)<k
Onaalors: o (1)<
<

On obtient o =e, ce qui contredit I'hypothése de départ. Donc la propriété est vraie.

olk)>k = Ay =0 = Ha(, +=0 Donc Det(A Ha k)k_Hakk

k=1

Remarque :
Ce résultat se vérifie aussi pour une matrice triangulaire inférieure, a I'aide de Det (‘A)=Det(A).



Proposition :

a ‘ ko ee- *
Soit A= 0 A est une matrice par blocs de dimension n, la matrice B est de dimension n—1.
: B On a alors Det(A)=a, , Det(B).
0
Preuve :
Det(A)= D, &(0) dyii) -y
og€eSs,
Si o(1)#1, alors a,, ;=0 Donc Det(A)= Z elo)a, a,, 5. a,, ,

TES,
o(l)=

)=1
o se restreint donc en une permutation de [2,...,n] et comme b, j=@is1,j+1, ON peut €crire :

Det(A)=a, , Z e(T)br)1---bruoryn1=a,, Det(B). (eneffet, e(0)=¢(T) car o et T ont les mémes inversions)
TES, |

Remarque : I

p
Ce résultat se généralise : Det =Det(A)Det(B)

la

p q

5. Calcul pratique d'un déterminant

5.1. Opérations élémentaires

Soit A:(ai,_j):(c_‘] o C

Soit B=(e,,...,&,) la base canonique de K".
Det(A)=Det ,(C,,....C,)=Det ,(L,...., L)

n

Propriétés :

1. Det,(C,,...,«C,,...,C,)=aDet,(C,,...,C,,...,C,)

1 1

Det,(C,,...,C,,...,C,,...,C,)==Det ,(C,,...,C.,...,C,,...,C,)

2. ye

J

3. VoeSs,, Det,(C,,,....C,,)=¢c(o)Det,(C,,...,C,)
4. Det,(C,,....Ci+aC ,...,C,)=Det,(C,,...,C,,....C,)

4

Proposition : déterminant de Vandermonde :
Soient a,,...,a,€K. On appelle déterminant de Vandermonde et on note D (a0 e, an) le déterminant :

1 a, d a
0 0 0
1 2 n
al al oo al
D(ay,...,a,)=|: : :
2 n
1 arl an an




Preuve :
Le principe est de retrancher a chaque colonne la colonne précédente multipliée par

1 a, a ay| |1 0 0 0
_ . a,—a
1l a alz ayl |1 a—a ay 2(011_610) a, l<a1_ao) PO
: n— a,—a
1 an Cli a 1 an_aO an l(an_ao) ’
:(al_ao)(az ao) (an )XD(a,,az, ,an)
=(a,—ay)(a,—a,)...(a,— a))x(a,—a,)(a;—a,)
=[T(aa)
i>j
5.2. Développement

Définition :
Soit A=(a, ;)€ (K), i, j€[1,n].

1. On appelle mineur de q; ;
On le note 4, ;.

2. On appelle cofacteur de a; ;, (—I)Hin,j.

Proposition : développement suivant une colonne :

Soit A=(a, )€, (K).
V je|1,n], Det(A Z a; ;(— l+’A
Preuve :

Soient B=(€,,...,€,) la base canonique de K", C,,...,C, les colonnes de A.

Det(A)=Det,(C,,...,C,,...,C,)=Det ,(C,,... Za,]
Il reste & prouver que Det ,(C c._,e,C C)=(-1y"A
p q b €000 )= i
a a ;. 0 a;, a .,
as : ay
> -_ al*l] 0 a!fl n
Det,,(C,,....C, 1,&,C,,prnn,C,)= \
a[,l ai,n
iy 0 Aii1n
an,l an,jfl 0 an,j+l an,n

On effectue sur les colonnes le cycle cC:(l 2.

1 a;, Ay e G a oy - 4,
0 a, a, ay

Det,(C,,....,C;_,&,C C)=o a,,
ety 1 i€, Gy, 6)=100 R T = B A e Qi1
0 @y, Aitn,j—1 Aiv1,j+1 it 10
0 an,l an,Z an,jf] an,i+l an,n

Remarque :
n

De méme avec les lignes, Vi€[1, n], Det(A):Z ai,j(—l)”jAl.)j.

j=1

..(a,—a,)xD(a,,a,,..

C,)=2. a, Det,(C,,...,.C,.
i=1

, J), etsur les lignes le cycle ¢,=(1,2,...

a, en commengant par la fin.

n—1
a

(Cll—do)

n—1

an (an_a())

.a,)

le déterminant de la matrice obtenue a partir de A en retirant la ligne 7 et la colonne j.

-

1,€,Ciiy,..,C,)

i),

Xe(c)e(c)=1xA, X(—=1) ' (=1)""



6. Applications

6.1. Orientation des bases

Définition :
Soit £ un R-ev, & et B ' deux bases différentes de E .

Det ,(8')#0, on a donc soit Det ,(#')<0, soit Det (8 ')>0.

Si Det,(#')>0, on dit que B et A’ ont la méme orientation.

Si Det ,(8')<0, on dit que B et &' ont des orientations contraires.

Orienter l'espace, c'est choisir une base de référence orientée positivement, dite directe.

6.2. Comatrice

Définition :
H On appelle comatrice de A et on note Com (A) la matrice des cofacteurs : Com(A), ,=(=1)"4, ..

Proposition :

‘ YV A€l (K), AX'Com(A)='Com(A)xA=Det(A)I,.

Preuve :

Notons C=AX'Com(A)
,k—Za ‘Com (A ,k—Za k”A,”

1¥ cas: Si k=i : —Z a, ) A, ;=Det(A) (Développement suivant la ligne i de Det(A))

2°™ cas: Si k#i Smt A" la matrice obtenue a partir de A en recopiant la ligne i dans la ligne k.
A’ adeux lignes identiques = Det(A')=0
£ . . ' ’ ktj Ay k+j
En développant suivant la ligne & : Det(A )ZZa =D)AL e Ozz a; ;(=1)""A, ;=c;

j=1

Donc C=Det(A)I,.

Corollaire :

Si Det(A)#0, A™'= _Com (4)

Det(A)

6.3. Systemes de Cramer

a, x,+...+a, ,=b,
Soit § : : systeme de p équations a n inconnues avec second membre.

a,,+..+ta, =b,

Interprétations possibles de ce systeme :
— Intersections de p hyperplans affines.

—w: K - K e (K")
(xp,onx, )= (a,  x+..+a, x, , ..., a, x+...+a, , x,)
Alors § & u (x)—E : équation linéaire de solution soit &, soit un sous-espace affine de direction Ker (u)
X, b,
_A:(ai,j)’ X= |, B=
X b

n P

Alors S & AX=B
Dans le cas des systemes de Cramer, c'est-a-dire n=p, et avec A inversible, on obtient X =A"'B.



Proposition :
Dans le cas des systemes de Cramer, et en reprenant les éléments définis précédemment,

les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Vb, S admet une unique solution
2. Pour E:() S admet une unique solution
3. u est bijective
4. A estinversible (Det(A)#0)
Det(A.)
Det(A)
par le second membre B.

Dans ce cas, Vi, x,= ol la matrice A, est obtenue i partir de A en remplacantla i colonne

Preuve : .
1. = 2. : Evident.

2.=3.: 2 = Ker(u)=[0] = u injective = u bijective (car ue #(K"))
3. & 4. : Evident.
3.=> 1. : u(X)=b < *=u'(b) Unique solution.

Notons #B=(e,,e,,...,e,) la base canonique de K",
et C,,C,,...,C, lescolonnes de A,, avec C;=B=x,C,+x,C,+...+x,C,

1

Det(A,)=Det,(C,,C,.,...,C,_,,B,C,,,,...,C,)=Det ,(C,,C,,...,C,_,, > x,C,,C,,,,...,C,)
k=1

:z xDet,(C,,C,,...,Cy,...,C,)=0+...4+0+x,Det 4, (C,,C,...,C,,...,C,)+0+...4+0=x,Det(A).

k=1

e e e
NARAARAAET
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